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Résumé
In this note we will show the existene of ritials funtions for the
funtional If,h where h is a ritial funtion for the metri g of M
Riemannian manifold of dimension greater than 4.
INTRODUCTION :
Let M a ompat Riemannian manifold of dimension greater than 4 lo-
ally Eulidien ,h a funtion in C∞(M) , we dene for φ ∈ H21 (M)− {0}
If,h(φ) =
∫
M
| ∇φ |g
2dvg +
∫
M
hφ2dvg
(
∫
M
fφ
2n
n−2dvg)
2
2∗
where 2∗ = 2n
n−2
ritial Sobolev exponent, f ∈ C∞(M,R∗+) we will write
µf,h = inf{ Ig,h(φ)|φ ∈ H
2
1 (M), φ 6≡ 0}
Dénition 1 We say that h is weakly ritial for g if
µf,h =
1
K(n, 2)(supf)
n−2
n
Dénition 2 We say h is ritial for g if it is weakly ritial and for any
k ∈ C∞(M) suh that k 6= h we have k ≤ h,
µf,k <
1
K(n, 2)(supf)
n−2
n
Dénition 3 We say that φ ∈ H21 (M)− {0} is an extremal for h if
If,h(φ) = µg,h
1
Standard ellipti arguments show that an extremal funtions belongs to
et qu'elle est soit stritement positive ou stritement négative, on peut
supposer qu'elle est stritement positive.Reherher une fontion extrémale
est équivalent à trouver une fontion φ ∈ H21 (M)− {0} telle que
△gφ+ hφ =
1
K(n, 2)(supf)
n−2
n
fφ2
∗−1 et
∫
M
fφ2
∗
dvg = 1
Théorème 1 Soit une variété Riemannienne ompate, de dimension plus
grande que 4, loalement Eulidienne, 'est à dire pour tout x ∈M , Rmg(x) =
0. Si h une fontion ritique pour g telle que pour tout x ∈M ,
h(x) >
(n− 2)2△f(x)
2(n− 1)ω
2
n
n f(x)
Alors il existe une fontion extrémales pour h .
Preuve : Soit (αt)t∈[0,1] une déformation ontinue de h telle que
α1 = h
∀t ∈ [0, 1[, µf,αt <
1
K(n, 2)(supf)
n−2
n
(1)
Prenons αt(x) = th(x) + (1− t)w(x) où w(x) =
(n−2)2△f(x)
2(n−1)ω
2
n
n f(x)
les tehniques standards elliptiques
et (1) donne l'existene d'une famille de fontions ut de C
∞(M), positives
telles que
∀x ∈ M,△gut(x) + αt(x)ut(x) = µf,αtf(x)ut(x)
2∗−1 (2)∫
M
f.u2
∗
t dvg = 1 (3)
où µf,αt = {inf Ig,αt(φ)|φ ∈ H
2
1 (M)φ 6≡ 0}
La famille ut est bornée dans H
2
1 (M)
A extration près , il existe une fontion u ≥ 0 dans H21 (M) , telle que
ut onverge vers u
{
faiblement dans H21 (M)
fortement dans L2(M)
quand t→ 1
2
lim
t→1−
µf,αt =
1
K(n, 2)(supf)
n−2
n
(4)
Le prinipe du maximum donne que la solution u est identiquement nulle
ou , que u > 0 .Si u > 0 nous avons trouvé une fontion extrémale
En revanhe si u est identiquement nulle, on utilise les tehniques de
Blow-up .
Introduisons xt la famille de points en laquelles ut(xt) = ||ut||∞
En onsidérant la famille d'appliations expxt qui réalise un
diéomorphisme de B(0, δ) ⊂ Rn sur la boule B(xt, δ) on va se ramener
au as Eulidien, an d'utiliser l'inégalité de Sobolev Eulidien à savoir
(∫
Rn
|q(x)|2
∗
dx
) 2
2∗
≤ K(n, 2)
∫
Rn
|∇(q(x))|2dx
Et d'aboutir à la ontradition h(x0) < w(x0) par des estimées
gt(x) = exp
∗
xt g(x), vt(x) = ut(expxt(x)) avec x ∈ B(0, δ)
La famille de métrique gt est obtenu omme le pull-bak de la métrique g
ut possède un seul point de onentration x0 dont nous rappelons la
dénition x0 ∈M est un point de onentration pour ut si pour tout
δ > 0
lim sup
t→1−
∫
B(x0,δ)
u2∗t dvg > 0
Le prinipe de Moser itérative nous dit que les fontions ut tend vers 0
sur le omplémentaire d'un voisinage du point de onentration x0 dans
la variété M .
Soit η une fontion C∞(B(0, δ)) ut-o
η =
{
1 sur B(0, δ/2)
0 sur M\B(0, δ)
Et |∇η| ≤ Cδ−1
On applique la fontion η.vt de support ontenu dans B(0, δ) dans
l'inégalité de Sobolev Eulidien
(∫
Rn
|η.vt|
2∗dξ
) 2
2∗
≤ K(n, 2)
∫
Rn
|∇ξ(η.vt)|
2dξ
♣
♣♣
3
ETAPE 1
MONTRONS QUE
∫
B(0,δ)
η2v2tαtdξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
C2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
+
At(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
Ave
At(f) =
1
K(n, 2)
(
1
||f ||
2
2∗
∞
∫
B(0,δ)
η2f(expxt(x))v
2∗
t dξ −
(∫
B(0,δ)
(ηvt)
2∗dξ
) 2
2∗
)
Un alul donne∫
B(0,δ)
|∇ξ(η.vt)|
2
ξdξ =
∫
B(0,δ)
∂i(ηvt)∂j(ηvt)dξ
=
∫
B(0,δ)
v2t |∇η|
2
ξdξ + 2
∫
B(0,δ)
ηvt(∇η|∇vt)ξdξ +
∫
B(0,δ)
η2|∇vt|
2
ξdξ
En utilisant la fontion ut-o nous obtenons∫
Rn
|∇ξ(η.vt)|
2
ξdξ ≤ C
2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ +
∫
B(0,δ)
η2vt△ξvtdξ
La variété est loalement Eulidien on a △ξvt = △gtvt
△gtvt + αt(expxt(x))vt(x) = µαtf(expxt(x))v
2∗−1
t (x)
On repporte △gtvt dans la deuxième intégrale de l'inégalité i-dessus∫
Rn
|∇ξ(η.vt)|
2
ξdξ ≤ C
2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ+µαt
∫
B(0,δ)
η2f(expxt(x))v
2∗
t dξ−
∫
B(0,δ)
η2αtv
2
t dξ
Cette majoration de
∫
Rn
|∇ξ(η.vt)|
2
ξdξ on l'injete dans
4
l'inégalité de Sobolev Eulidien d'où(∫
Rn
|η.vt|
2∗dξ
) 2
2∗
≤ K(n, 2)C2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ+
K(n, 2)µαt
∫
B(0,δ)
η2f(expxt(x))v
2∗
t dξ −K(n, 2)
∫
B(0,δ)
η2αtv
2
t dξ
A partir de là on a une majoration de
∫
B(0,δ)
η2αtv
2
t dξ∫
B(0,δ)
η2αtv
2
t dξ ≤ C
2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ+µαt
∫
B(0,δ)
η2f(expxt(x))v
2∗
t dξ−
(∫
Rn
|η.vt|
2∗dξ
) 2
2∗
Comme µαt ≤
1
K(n,2)(supf)
n−2
n
on obtient
∫
B(0,δ)
η2v2tαtdξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
C2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
+
At(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
Ave At(f) =
1
K(n,2)
(
1
||f ||
2
2∗
∞
∫
B(0,δ)
η2f(expxt(x))v
2∗
t dξ −
(∫
B(0,δ)
(ηvt)
2∗dξ
) 2
2∗
)
Il nous reste à étudier
lim sup
t→1−
∫
B(0,δ)
η2v2tαtdξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
lim
t→1
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
lim sup
t→1−
At(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
♣
♣♣
5
ETAPE 2
Nous avons omme dans [2℄
lim
t→1
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
= 0
♣
♣♣
ETAPE 3
Etude de
lim sup
t→1−
At(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
Posons
Dt(f) = K(n, 2)At(f) =
1
||f ||
2
2∗
(∫
B(0,δ)
η(x)2f(expxt(x))v
2∗
t (x)dξ
)
−
(∫
B(0,δ)
(ηvt)
2∗(x)dξ
) 2
2∗
Posons βt = ||ut||
2
2−n
tend vers 0 quand t tend vers 1−.
Pour x appartenant à la bouleB(0, δ
βt
) ⊂ Rn , g˜t(x) = gt(βtx) = (exp
∗
xtg)(βtx)
ϕt(x) = β
n−2
2
t ut(expxt(βtx)) vérie l'équation
△g˜tϕt(x) + β
2
t αt(expxt(βtx))ϕt(x) = µαtf(expxt(βtx))ϕ
2∗−1
t (x)
Quand t tend vers 1− on a
△ξϕ =
1
K(n, 2)||f ||
2
2∗
f(expx0(0))ϕ
2∗−1 =
f(P )
2
n
K(n, 2)
ϕ2
∗−1
où f(expx0(0)) = f(x0) .Ave Caarelli-Gidas-Spruk [4℄ on a
ϕ(x) =
1
K(n, 2)
n−2
4 f(P )
1
2∗
(
1 +
|x|2
n(n− 2)K(n, 2)2
)1−n
2
La variété est loalement Eulidienne la métrique gt et ξ oinident
6
loalement.
Posons x = βty, x
i = βty
i
dans Dt(f) on obtient
Dt(f) =
1
||f ||
2
2∗
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2f(expxt(βty))v
2∗
t (βty)dg˜t
)
−
(∫
B(0, δ
βt
)
(η(βty)vt(βty))
2∗dg˜t
) 2
2∗
Nous allons appliquer l'inégalité d'Holder à la première intégrale en
érivant
η(βty)
2f(expxt(βty))v
2∗
t (βty) =
(
f(expxt(βty))vt(βty)
4
n−2
) (
η(βty)
2v2t (βty)
)
D'où la majoration de la première intégrale intervenant dans Dt(f)
1
||f ||
2
2∗
∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2f(expxt(βty))v
2∗
t (βty)dg˜t =
≤
1
||f ||
2
2∗
(∫
B(0, δ
βt
)
(
f(expxt(βty))vt(βty)
4
n−2
)n
2
dg˜t
) 2
n
(∫
B(0, δ
βt
)
(
η(βty)
2v2t (βty)
) n
n−2 dg˜t
)n−2
n
En tenant ompte du lemme1 que nous prouverons à la n de l'étape 3
Lemme 1 Le point de onentration P de la famille ut oinide ave le max-
imum de f , f(P ) = ||f ||∞
Nous obtenons la majoration de
Dt(f) ≤

 1
f(P )
2
2∗
(∫
B(0, δ
βt
)
f
n
2 (expxt(βty))vt(βty)
2∗dg˜t
) 2
n
− 1

×
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
On érit f
n
2 v2
∗
t = f(expxt(βty))v
2∗
t (βty)f
n
2
−1(expxt(βty)) an de pouvoir
utiliser ultérieurement
∫
M
f.u2
∗
t dvg = 1
On eetue un développement de f
n
2
−1(expxt(βty)) d'où
f
n
2 v2
∗
t = f(expxt(βty))v
2∗
t (βty)
(
f(xt) + ∂if(xt)βty
i +
1
2
∂ijf(xt)β
2
t y
iyj + o(r2)
)n
2
−1
=
7
f(expxt(βty))v
2∗
t (βty)(f(xt))
n−2
2 (1+
n− 2
2
∂if(xt)βty
i
f(xt)
+
n− 2
4
∂ijf(xt)
f(xt)
β2t y
iyj+
(n− 2)(n− 4)
8
(
∂if(xt)βty
i
f(xt)
)2β2t y
i2 + o(r2))
Don l'expression
(∫
B(0, δ
βt
)
f
n
2 (expxt(βty))vt(βty)
2∗dg˜t
) 2
n
devient
(∫
B(0, δ
βt
)
[(f(xt))
n−2
2 f(expxt(βty))vt(βty)
2∗+
n− 2
2
(f(xt))
n−4
2 ∂if(xt)f(expxt(βty))vt(βty)
2∗βty
i+
(n− 2)(n− 4)
8
(f(xt))
n−6
2 (∂if(xt))
2f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
i2+
n− 2
4
(f(xt))
n−4
2 ∂ijf(xt)f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyj + o(r2)]dg˜t)
) 2
n
Dans l'expression préédente les termes où interviennent ∂if(xt) qui ten-
dent
vers ∇f(P ) vont s'annuler,don
lim sup
t→1−
Dt(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤ lim sup
t→1−

 1
f(P )
2
2∗
(∫
B(0, δ
βt
)
f
n
2 (expxt(βty))vt(βty)
2∗dg˜t
) 2
n
− 1


∫
B(0, δ
βt
)
v2t (βty)dg˜t
×
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
≤
lim sup
t→1−
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
∫
B(0, δ
βt
)
v2t (βty)dg˜t
×
(
1
f(P )
2
2∗
(
((f(xt))
n−2
2
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗dg˜t+
8
n− 2
4
(f(xt))
n−4
2 ∂ijf(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyjdg˜t+
∂if(xt)F
i
t + o(δ
2)
) 2
n − 1)
Dans l'expression i-dessus on majore la première intégrale par
∫
M
f.u2
∗
t dvg
qui vaut 1 et ∂if(xt)F
i
t tend vers
0 quand t tend vers 1− ar βt tend vers 0 quand t tend vers 1
−
où
F it =
n− 2
2
(f(xt))
n−4
2
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗βty
idg˜t+
(n− 2)(n− 4)
8
(f(xt))
n−6
2 ∂if(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
i2dg˜t
nous obtenons
lim sup
t→1−
Dt(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
lim sup
t→1−
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
∫
B(0, δ
βt
)
v2t (βty)dg˜t
×
(
1
f(P )
2
2∗
(
((f(xt))
n−2
2
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗dg˜t+
n− 2
4
(f(xt))
n−4
2 ∂ijf(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyjdg˜t+
∂if(xt)F
i
t + o(δ
2)
) 2
n − 1) ≤
lim sup
t→1−
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
∫
B(0, δ
βt
)
v2t (βty)dg˜t
×
(
1
f(P )
2
2∗
(
((f(xt))
n−2
2 +
n− 2
4
(f(xt))
n−4
2 ∂ijf(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyjdg˜t+
9
∂if(xt)F
i
t + o(δ
2)
) 2
n − 1) ≤
lim sup
t→1−
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
∫
B(0, δ
βt
)
v2t (βty)dg˜t
×
(
1
f(P )
2
2∗
(
((f(xt))
n−2
2 +
n− 2
4
(f(xt))
n−4
2 ∂ijf(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyjdg˜t+
∂if(xt)F
i
t + o(δ
2)
) 2
n − 1)
D'où
lim sup
t→1−
Dt(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
lim sup
t→1−
(∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t
) 2
2∗
∫
B(0, δ
βt
)
v2t (βty)dg˜t
×
(
f(xt)
2
2∗
f(P )
2
2∗
(1+
n− 2
2n
∂ijf(xt)
f(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyjdg˜t+
2
n
∂if(xt)
((f(xt))
n−2
2
F it+o(δ
2))−1)
Soit enore
lim sup
t→1−
Dt(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
lim sup
t→1−
f(xt)
2
2∗
f(P )
2
2∗
n− 2
2n
∂ijf(xt)
f(xt)
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty))vt(βty)
2∗β2t y
iyjdg˜t∫
B(0, δ
βt
)
vt(βty)
2g˜t
×
(
∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t)
2
2∗
On obtient une majoration de la dernière intégrale en introduisant f
(
∫
B(0, δ
βt
)
η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t)
2
2∗ =
10
(∫
B(0, δ
βt
)
1
f(expxt(βty)
f(expxt(βty))η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t)
2
2∗ ≤
( sup
B(0, δ
βt
)
1
f(expxt(βty)
)
2
2∗ (
∫
B(0, δ
βt
)
f(expxt(βty)η(βty)
2∗v2
∗
t (βty)dg˜t)
2
2∗ ≤
( sup
B(0, δ
βt
)
1
f(expxt(βty)
)
2
2∗ (
∫
M
f(x)u2
∗
t (x)dg(x))
2
2∗ ≤ ( sup
B(0, δ
βt
)
1
f(expxt(βty)
)
2
2∗
Comme vt(βty) = ut(expxt(βty)) = β
1−n
2
t ϕt(y), v
2
t (βty) = β
2−n
t ϕ
2
t (y)
v2
∗
t (βty) = β
−n
t ϕ
2∗
t (y)
Don
lim sup
t→1−
Dt(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
n− 2
2n2
△f(P )
f(P )
∫
R+
f(P )ϕ2
∗
(r)r2rn−1dr∫
R+
ϕ2(r)rn−1dr
× (
1
f(P )
)
2
2∗ =
n− 2
2n2
△f(P )
f(P )
2
2∗
∫
R+
f(P )ϕ2
∗
(r)rn+1dr∫
R+
ϕ2(r)rn−1dr
Car,
lim sup
t→1−B(0, δ
βt
)
1
f(expxt(βty)
= lim sup
t→1−B(0, δ
β
)
1
f(expxt(0))
=
1
f(x0)
=
1
f(P )
où ϕ(r) = 1
K(n,2)
n−2
4 f(P )
1
2∗
(
1 + r
2
n(n−2)K(n,2)
)1−n
2
Il nous reste à estimer ∫
R+
ϕ2
∗
(r)rn+1dr∫
R+
ϕ2(r)rn−1dr
=
1
K(n, 2)f(P )
2
n
∫
R+
rn+1
(1 + br2)n
dr∫
R+
rn−1
(1 + br2)n−2
dr
avec b =
1
n(n− 2)K(n, 2)2
11
On intègre par parties deux fois le numérateur e qui donne∫
R+
rn+1
(1 + br2)n
dr =
n
4(n− 1)b2
∫
R+
rn−3
(1 + br2)n−2
dr
D'où ∫
R+
ϕ2
∗
(r)rn+1dr∫
R+
ϕ2(r)rn−1dr
≤
n
4(n− 1)
n2(n− 2)2K(n, 2)4
K(n, 2)f(P )
2
n
Finalement en tenant ompte que K(n, 2)2 = 4
n(n−2)ω
2
n
n
lim sup
t→1−
Dt(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
n− 2
2n2
△f(P )
f(P )
2
2∗
n
4(n− 1)
n2(n− 2)2K(n, 2)4
K(n, 2)f(P )
2
n
=
(n− 2)2K(n, 2)△f(P )
2(n− 1)ω
2
n
n f(P )
Ave Af(t)
lim sup
t→1−
Af (t)∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
(n− 2)2△f(P )
2(n− 1)ω
2
n
n f(P )
Et pour terminer voii la preuve du lemme 1
Par l'absurde si f(P ) < ||f || , omme f est ontinue et que xt
tend vers 1− on hoisit δ = δ0 > 0 petit,et, t = t0 prohe de 1
−
de sorte
que
supB(xt0 ,δ0) f(x)
||f ||
<
1
3
et
K(n, 2)C2
δ0
∫
B(0,δ)
v2t0dξ(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t0
dξ
) 2
2∗
<
1
3
On part de l'équation
△vt + β
2
t αt(expxt(x))vt = µαtf(expxt(x))v
2∗−1
t
où vt(x) = ut(expxt(x)) ,on multiplie l'équation par η
2vt puis on intègre sur
la boule B(0, δ)∫
B(0,δ)
η2vt△vtdξ ≤ µαt
∫
B(0,δ)
η2f(expxt(x))v
2∗
t dξ 1
′
12
D'autre part en intégrant par parties∫
B(0,δ)
η2vt△vtdξ = 2
∫
B(0,δ)
ηvt(∇η|∇vt)dξ +
∫
B(0,δ)
η2|∇vt|
2dξ
Sahant que∫
B(0,δ)
|∇(ηvt)|
2dξ =
∫
B(0,δ)
v2t |∇η|
2dξ+
∫
B(0,δ)
η2|∇vt|
2dξ+2
∫
B(0,δ)
ηvt(∇η|∇vt)dξ
Nous arrivons à∫
B(0,δ)
|∇(ηvt)|
2dξ =
∫
B(0,δ)
v2t |∇η|
2dξ +
∫
B(0,δ)
η2vt△vtdξ 2
′
On utilise l'inégalité de Sobolev Eulidien
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
≤ K(n, 2)
∫
B(0,δ)
|∇(ηvt)|
2dξ 3′
1′ 2′ 3′ donnent
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
≤ K(n, 2)
∫
B(0,δ)
v2t |∇η|
2dξ +K(n, 2)
∫
B(0,δ)
η2vt△vtdξ
4′
Comme η2f(expxt)v
2∗
t = f(expxt)v
4
n−2
t .η
2v2t on applique l'inégalité d'Holder
ave p = 2
∗
2
,q = n
2
d'où
∫
B(0,δ)
η2f(expxt)v
2∗
t dξ ≤
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
(∫
B(0,δ)
f
n
2 (expxt)v
2∗
t dξ
) 2
n
5′
1′ 4′ 5′ donnent
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
≤ K(n, 2)
∫
B(0,δ)
v2t |∇η|
2dξ+
K(n, 2)µαt
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
(∫
B(0,δ)
f
n
2 (expxt)v
2∗
t dξ
) 2
n
6′
Comme |∇η| ≤ C
δ
et µαt ≤
1
K(n,2)||f ||
n−2
n
et
13
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
≤
K(n, 2)C2
δ2
∫
B(0,δ)
v2t dξ+
1
||f ||
n−2
n
(∫
B(0,δ)
f
n
2 (expxt)v
2∗
t dξ
) 2
n
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
7′
En utilisant f
n
2 v2
∗
t = f
n−2
2 fv2
∗
t on a(∫
B(0,δ)
f
n
2 (expxt)v
2∗
t dξ
) 2
n
≤
(
sup
B(xt,δ)
f(x)
n−2
n
) 2
n (∫
B(0,δ)
f(expxt(x))v
2∗
t dξ
) 2
n
La dernière intégrale est majorée par
∫
M
fu2
∗
t = 1
7′ devient
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
≤
K(n, 2)C2
δ2
∫
B(0,δ)
v2t dξ+
supB(xt,δ) f(x)
n−2
n
||f ||
n−2
n
(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
8′
Soit enore
1 ≤
K(n, 2)C2
δ2
∫
B(0,δ)
v2t dξ(∫
B(0,δ)
η2
∗
v2
∗
t dξ
) 2
2∗
+
(
supB(xt,δ) f(x)
||f ||
)n−2
n
En hoisissant δ = δ0 et t = t0 dans la préédente inégalité nous avons la
ontradition 1 ≤ 1
3
+ 1
3
♣
♣♣
ETAPE 4
Arriver à une ontradition
En faisant tendre t vers 1 dans l'inégalité suivante∫
B(0,δ)
η2v2tαtdξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
≤
C2δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)
v2t dξ∫
B(0,δ)
v2t dξ
+
At(f)∫
B(0,δ)
v2t dξ
h(P ) ≤
(n− 2)2△f(P )
2(n− 1)ω
2
n
n f(P )
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